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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ
Настоящие заметки посвящены изучению алгебры формальных степенных рядов. Формальный степенной ряд отождествляется с вектором в бесконечномерном пространстве. Оказывается, что представление векторов в виде степенных рядов находит отклик со стороны структуры векторного пространства. Базисы, образованные степенными рядами, в бесконечномерном пространстве играют такую же конструктивную роль, какую ортогональные базисы играют в конечномерном пространстве. Алгебра формальных степенных рядов как бы погружается в свою естественную среду обитания. Освободившись от смысловых нагрузок, связанных с комбинаторикой и другими математическими дисциплинами, она демонстрирует свойства, присущие ей как организатору структуры бесконечномерного векторного пространства. Одним из организующих начал является аналогичная вращению операция, знакомая нам по разложению функции в ряд Лагранжа и образующая неразрывное единство с операциями логарифмирования и возведения в степень. Благодаря пониманию этого единства, факты, казавшиеся ранее разрозненными, начинают складываться в общую схему. 
Введение
Будем рассматривать формальный степенной ряд с действительными коэффициентами как последовательность этих коэффициентов, т.е. как элемент векторного пространства. Обозначим: 
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Базис пространства, в котором координаты каждой последовательности (т.е. коэффициенты разложения по базисным векторам) совпадают с ее значениями, назовем основным. Каждой матрице 
[image: image2.wmf]A

 поставим в соответствие преобразование, отоброжающее последовательность векторов основного базиса на последовательность столбцов матрицы  
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Целые неотрицательные числа будем обозначать буквами 
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Произведением  
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или, что то же самое, – вектор  
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Матрицу вида  
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назовем  
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Матрицу, 
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. Матрица степеней отображает произведение векторов на произведение их образов:
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Если рассматривать 
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Обозначим:
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Убедимся, что векторы данного вида умножаются по правилу
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Так как  
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Обозначим:
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Пусть  
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где  
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Вектор  
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Пусть
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Так как
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Получаем правило: если 
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[image: image85.wmf]Среди матриц степеней особое место занимает матрица  
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: транспонированную к ней матрицу можно рассматривать одновременно как произведение матрицы степеней и матрицы умножения и как трансформацию матрицы умножения:
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  – диагональная матрица, диагональные элементы которой равны значениям вектора  
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Например,
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Первый столбец матрицы  
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Так как
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Пусть  
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 – преобразования, соответствующие дифференцированию и интегрированию в алгебре формальных степенных рядов: 
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Обозначим:
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Убедимся, что
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Следовательно,
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Отсюда находим:
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Таблицу, 
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Каждую строку таблицы 
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Каждую строку таблицы  
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Найдем преобразование 
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1. Теория биномиальных последовательностей
1.1

В математической литературе последовательности строк матриц 
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называются соответственно разностным оператором и оператором центральных разностей. Оператор 
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Классическое определение [3, стр.124]: последовательность полиномов 
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что в наших обозначениях соответствует равенству
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Наше определение биномиальной последовательности совпадает с другим традиционным определением: последовательность полиномов 
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По определению преобразование 
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что равнозначно формуле Родригеса
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1.2
Рассмотрим два класса биномиальных последовательностей, связанных с векторами  
[image: image370.wmf]1

x

+

 и 
[image: image371.wmf]x

e

.
Обозначим 
[image: image372.wmf](

)

1

i

ax

b

=+

, 
[image: image373.wmf]0

b

>

. 
[image: image374.wmf]n

-ю строку матрицы 
[image: image375.wmf](

)

(

)

1

1

log

xx

i

k

eae

b

-

 обозначим 
[image: image376.wmf](

)

,,

nk

px

b

. Тогда


[image: image377.wmf](

)

0,,

1

k

px

b

=

,   
[image: image378.wmf](

)

1,,

k

pxx

b

=

,   
[image: image379.wmf](

)

(

)

1

,,

1

n

nk

m

pxxxnkm

b

b

-

=

=+-

Õ

,

[image: image380.wmf](

)

(

)

(

)

,,

0

!

nk

n

i

k

n

p

ax

n

j

b

b

j

¥

=

=

å

.
Например,
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Так как
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Так как 
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Например, 
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так что четные и нечетные столбцы имеют вид
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Обозначим 
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Так как элементы матрицы 
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1.3
Введем в рассмотрение векторы нового вида.
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Таким образом, получаем равенство
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Покажем, что преобразование, собственным вектором которого является 
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Следовательно,
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Пусть 
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с собственным значением 
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Отметим также равенство


[image: image471.wmf]1

loglog

ii

aDa

-

=



[image: image472.wmf][

]

1

111

ii

axDa

-

=-+-=



[image: image473.wmf](

)

1

1

2

2

sl1sl

ii

axDa

-

éù

=+

êú

ëû

.

1.4

Выявим одну интересную особенность строк матрицы 
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Представим таблицу, строки которой образуются последовательным умножение различных векторов:
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Алгоритм операции умножения приводит к тому, что множеству слагаемых в разложении 
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Множеству слагаемых в разложении 
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Множество размещений 
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 неразличимых предметов по 
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неразличимым ячейкам можно разбить на подмножества размещений с одинаковым числом пустых ячеек, равным 
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Таким образом, 
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-й столбец таблицы можно представить в виде


[image: image505.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

0

,1

10

00

,1,2

210

000

,1,2,3

3210

0000

,1,2,3,4

1

00

,1,

00

1  

22   

33 3  

44 64

 

n

nn

nnn

nnnn

mmn

nnn

a

aa

aaa

aaaa

mnmaa

j

jj

jjj

jjjj

jj

--

+

++

+++

×××××

>+×××+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image506.wmf],
где 

[image: image507.wmf](

)

12

12

, 

12

!

 ...

!! ... !

n

mm

m

n

nm

n

m

aaa

mmm

j

=

å

,   
[image: image508.wmf]mn

£

,
и суммирование ведется по всем разбиениям числа 
[image: image509.wmf]n

 на 
[image: image510.wmf]m

слагаемых. Коэффициент при 
[image: image511.wmf](

)

, 

nm

j

 в 
[image: image512.wmf](

)

mp

+

-й строке таблицы равен вынесенному за знак суммы произведению величины 
[image: image513.wmf]0

p

a

 с ее долей комбинаторного коэффициента, т.е. 
[image: image514.wmf](

)

0

!

!!

p

mp

a

mp

+

.
Матрицу, 
[image: image515.wmf]n

-й строкой которой является полином


[image: image516.wmf](

)

(

)

, 

1

n

m

n

nm

m

qxx

j

=

=

å

,  
[image: image517.wmf](

)

0

1

qx

=

,

обозначим 
[image: image518.wmf]Q

. Тогда, как видно из таблицы, 


[image: image519.wmf](

)

(

)

0

m

m

i

Qxaa

+=

,

и, следовательно,


[image: image520.wmf]0

i

Qaa

=-

.

Отсюда, при 
[image: image521.wmf]0

1

a

=

, получаем выражение значений 
[image: image522.wmf]log

i

a

 через значения 
[image: image523.wmf]i

a

: 
[image: image524.wmf]n

-й член 
[image: image525.wmf]log

i

a

 равен


[image: image526.wmf](

)

(

)

, 

1

1

1

n

nm

m

m

m

j

+

=

-

å

.
1.5

Найдем преобразование, отображающее 
[image: image527.wmf]n

-ю строку матрицы 
[image: image528.wmf]1

i

a

-

 на 
[image: image529.wmf]n

-ю строку матрицы 
[image: image530.wmf]1

log

xx

i

eae

-

.

Рассмотрим равенства


[image: image531.wmf](

)

1

1

11

ii

axa

-

-

--=

,

[image: image532.wmf](

)

1

1

11

ii

axa

-

-

-+=

,
где 
[image: image533.wmf]0

1

a

=

, 
[image: image534.wmf]1

0

a

>

.Так как 
[image: image535.wmf]n

-я строка матрицы 
[image: image536.wmf](

)

1

1

x

-

-

, 
[image: image537.wmf]0

n

>

, – вектор 
[image: image538.wmf](

)

1

1

n

x

x

+

-

, 
[image: image539.wmf]n

-я строка матрицы 
[image: image540.wmf](

)

1

1

x

-

+

, 
[image: image541.wmf]0

n

>

, – вектор 
[image: image542.wmf](

)

(

)

1

1

1

n

n

x

x

+

-

-

, то 
[image: image543.wmf]n

-я строка матрицы 
[image: image544.wmf]i

a

 имеет вид 
[image: image545.wmf](

)

(

)

1

1

n

n

ax

x

+

-

, где 
[image: image546.wmf](

)

n

ax

 – полином степени 
[image: image547.wmf]n

£

, 
[image: image548.wmf]n

-я строка матрицы 
[image: image549.wmf]1

i

a

-

 имеет вид 
[image: image550.wmf](

)

(

)

1

ˆ

1

n

n

ax

x

+

-

, где 
[image: image551.wmf](

)

ˆ

n

ax

 – полином степени 
[image: image552.wmf]n

£

.
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Найдем корни полинома 
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Обобщая, выводим
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Матрицу, 
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По определению преобразования 
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Таким образом, если 
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Итак, если 
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2. Обобщенные биномиальные коэффициенты
Рассмотрим известное обобщение биномиальных коэффициентов [6, с.106].
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Диагональную матрицу, диагональные элементы которой равны значениям вектора 
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Рассмотрим трансформацию
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Первый столбец матрицы обозначим 
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Особый интерес представляет случай
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Элементы матрицы 
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Следовательно, 
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В [6] показано, что если последовательность столбцов матрицы имеет вид
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Таким образом,
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