Математические упражнения в натуральной философии
Глава 1

Основная теорема небесной механики
Гужеля  Ю. А.

«…Никакое человеческое исследование не может претендовать на то,

 чтобы быть истинной наукой, если оно не использует математических доказательств

 и нет никакой уверенности там,  где нельзя применить одну из математических наук»

Леонардо да Винчи (1452 – 1519)
Аннотация


В данной работе приведено доказательство основной теоремы небесной механики в привычных для нашего времени математических выражениях, с применением дифференциального и интегрального исчисления. Попутно решены некоторые другие математические задачи, например: определена напряжённость гравитационного поля в произвольной точке внутри сферы; определена напряжённость гравитационного поля в точке расположенной вне сферы; определено распределение напряжённостей гравитационного поля шара на его поверхности по направлениям; определено распределение напряжённостей гравитационного поля пробного тела, находящегося вблизи поверхности Земли; определены другие геометрические характеристики гравитационного поля пробного тела, влияющие на определение гравитационной постоянной и массы Земли. 


Рассмотрены факторы, не учтённые Кавендишем при определении гравитационной постоянной. Рассчитана ошибка при определении массы Земли, при условии выполнения закона обратных квадратов для гравитационного ускорения масс.

Рассмотрена новая модель взаимодействия гравитирующих масс и сделана оценка отклонения Закона всемирного тяготения Ньютона от закона обратных квадратов. Предложены эксперименты по проверке Закона всемирного тяготения.

Рассмотрен закон обратных квадратов Кулона, произведена оценка погрешности экспериментов Кулона и предложены новые эксперименты по проверке закона Кулона.

Введение

Название статьи невольно переносит нас во времена: Галилея, Кеплера, Ньютона, -   во времена, когда физику называли натуральной философией и когда формировались основополагающие законы и принципы физики.

В последствии,  некоторые из этих законов пришлось подправить. Ньютон немного подправил 3 закон Кеплера. Гельмогельц существенно подправил закон сохранения живой силы: живую силу пришлось уменьшить вдвое и переименовать её  в кинетическую энергию. Зато другие законы утвердились на века в неизменном виде.

 В последнем случае, речь идёт о фундаментальных законах механики и небесной механики: законов всем известных, всеми почитаемых и уважаемых, но, по сути, оставленных без серьёзного внимания с тех незапамятных времён, когда их стали считать фундаментальными и абсолютно точными.

Между тем, при ближайшем рассмотрении, можно увидеть существенные методические погрешности, допущенные, в частности:  при опытном обосновании Закона всемирного тяготения; при определении гравитационной постоянной; при постановке экспериментов по проверке Закона Кулона (близнеца Закона всемирного тяготения). 

Теоретическое обоснование Закона всемирного тяготения  и вывод его формулы также выполнены не убедительно.

Поэтому, рассмотрим основы теории Ньютона подробнее, особенно те её места, которые сам Ньютон считал наиболее сложными и сомнительными; проанализируем, накопившиеся за последние столетия, опытные данные, имеющие отношение к механике и к небесной механике.
В математических исследованиях будем (по возможности) придерживаться методов Ньютона; единицы пространства, времени, и массы будем понимать также как и он, то есть в полном соответствии со здравым смыслом.

Эти условия необходимо оговорить сразу, ибо математика не является независимой наукой о природе, и если положения, на которых строится теория, не проверены опытом или не согласуются со здравым смыслом, то и результат математического исследования также будет лишён какого-либо смысла.

Начнём, по сути, с математических упражнений в натуральной философии; в частности, попробуем доказать основную теорему небесной механики. Дело это интересное и само по себе, но, кроме того,  в процессе этих упражнений появятся вопросы, на которые непременно захочется найти ответ.
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	Основная теорема небесной механики

Напряжённость гравитационного поля в центре сферы, в направлении оси Х, со стороны полусферы.

Напряжённость на внутренней поверхности сферы, в направлении оси Х, со стороны всей сферы.

Напряжённость вблизи внутренней поверхности сферы, со стороны ближайшего участка сферы, в направлении оси Х.

Определение напряжённостей в произвольной точке, внутри сферы, в направлении оси Х, со стороны правой и левой (большей и меньшей) частей сферы.

Определение напряжённости в точке расположенной вне сферы.
Выводы к главе
Геометрические характеристики гравитационного поля

Распределение напряжённостей гравитационного поля шара на его поверхности, по направлениям.

Оценка методической погрешности формулы распределения гравитационных излучений у поверхности Земли.

Проекция потока гравитационного излучения Земли на горизонтальную плоскость.

Проекция потока гравитационного излучения Земли на вертикальную плоскость.
Выводы к главе
Контрольное взвешивание Земли.

Проекция потока гравитационного излучения единичной массы, имеющей косинусоидальное распределение плотности гравитационного излучения, на линию взаимодействия (на ось Х)

Проекция потока гравитационного излучения пробного тела на вертикальную ось, У (на линию взаимодействия).

Проекция потока гравитационного излучения единичной массы, имеющей равномерное распределение излучения, на линию взаимодействия.

Полный поток гравитационного излучения единичной массы, распределение излучения которой подчиняется закону косинуса.

Полный поток гравитационного излучения единичной массы, с равномерной плотностью излучения по всем направлениям.

Плотность радиального (результирующего) излучения средней единичной массы Земли.

Проекция гравитационного излучения средней единичной массы Земли на вертикальную ось (на линию взаимодействия).

Новая схема гравитационного взаимодействия масс

Первое контрольное взвешивание Земли
Второе контрольное взвешивание Земли
Определение показателя степени в формуле силы взаимодействия масс

Экспериментальная проверка новой схемы гравитационного взаимодействия тел и схемы Ньютона
Выводы к главе

3-й закон Кеплера и гипотеза обратных квадратов для ускорений
Проверка выполнения закона обратных квадратов для ускорения из рассмотрения обращения Луны вокруг Земли

Выводы к главе

Гипотетический закон всемирного тяготения.

Гипотеза о существовании гравитационной постоянной.

Гипотеза обратных квадратов.

Гипотеза о неограниченности области действия основного закона механики.

Экспериментальные проверки закона всемирного тяготения, основного закона механики, формулы кинетической энергии, в условиях отличных от земных.

Выводы к главе

Вывод новой формулы силы взаимодействия небесных тел.

Новая модель взаимодействия небесных тел.

Определение показателя степени.

Экспериментальная проверка формул для силы взаимодействующих масс

Выводы к главе

Электростатика и закон обратных квадратов.

Эксперименты с заряженной сферой

Физический процесс внутри заряженной сферы. 

Определение силы, действующей на единичную поверхность, на внутренней поверхности сферы, при выполнении закона обратных квадратов.

Определение силы действующей на единичную площадь внутренней поверхности сферы, при не выполнении закона обратных квадратов.

Условия появления поля на внутренней поверхности сферы. Вывод формулы.

Прямые эксперименты по проверке закона Кулона.
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1. Основная теорема небесной механики

Математическая формула Ньютоновой гипотезы всемирного тяготения очень проста:
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Где,
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- сила притяжения масс M и  m;
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 - гравитационная постоянная;



    R – расстояние между центрами масс

Однако сам создатель этой формулы видел, что она охватывает, по крайней мере, два различных класса взаимодействия, это:

- взаимодействие точечных масс;

- взаимодействие точечной массы с большой гравитирующей массой.

Ньютон сомневался в том, что в обоих этих случаях сила взаимодействия будет определяться одной и той же формулой (формулой 1).

Факт этот общеизвестный, например Ричард Фейнман в своих лекциях (см. Л 10, т.5, §7) говорит об этом следующее: «…Одной из самых трудных задач теории гравитационного притяжения является доказательство того, что сила создаваемая твёрдым шаром на его поверхности такая же, как если бы всё вещество шара было сконцентрировано в его центре. Много лет Ньютон не решался обнародовать свою теорию тяготения, так как не был уверен в правильности этой теоремы». 

Далее, Фейнман утверждает, что он доказал эту трудную теорему Ньютона и приводит своё доказательство (см. Л 10, том 2, глава 13, §4). Однако, это его доказательство не слишком убедительно. Фейнман проинтегрировал потенциалы, а не силы, сославшись на то, что с последними много возни.  То есть, по существу, доказательство Фейнмана  косвенное, но других доказательств (выполненных в привычных для нашего времени математических выражениях), похоже, нет. Так что, если мы хотим убедиться в достоверности теоремы Ньютона, ничего другого не остаётся, как провести самостоятельные выкладки.

1.1. Мысленно разрежем шар на множество тонких концентрических сфер,  рассмотрим одну из них и определим напряженность гравитационного поля в центре сферы, в направлении оси Х, со стороны полусферы, см. рис.1
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Где,  a – радиус сферы;
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 - толщина сферы; принимаем 
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=1, при условии, что:  а
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dL – ширина сферической полоски;

dS – площадь сферической полоски;
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 - угол (в радианах);


d
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- приращение угла;
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 - гравитационная постоянная;

Обозначим:


dV – приращение объёма;


[image: image14.wmf]r

 - плотность материала;


dE – напряженность в центре сферы, со стороны полоски dS, в направлении оси Х

Из рисунка видно, что:
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Используя формулу обратных квадратов (формулу, 1), при условии, что m = 1, можно записать:
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Интегрируя, получим:
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E полусферы  = 
[image: image27.wmf]p
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(2)

Где, Е полусферы – напряженность в центре сферы, со стороны полусферы, в направлении оси Х.

Примечательно то, что полученное выражение не зависит от радиуса сферы.

1.2.Определим напряжённость на внутренней поверхности сферы (в точке m), со стороны всей сферы, в направлении оси Х, см. рис.2.
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Где,     а – радиус сферы;
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 - толщина сферы; 
[image: image30.wmf]d

=1, при условии, что а >> 1;

dL – ширина сферической полоски;

dS – площадь сферической полоски;
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 - угол, измеряемый в радианах;
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 - угол, измеряемый в радианах;  
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/2;
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;

m – масса единичного объёма на внутренней поверхности сферы; при а>>1 её можно считать точечной, по сравнению с массой всей сферы;

dV – приращение объёма;

r – расстояние от dS  до точки m.

Из рисунка видно, что:
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Используя закон обратных квадратов, можно записать:
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Е внут. пов. сферы =
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(3)

То есть, напряжённость в точке (m) , в направлении оси Х, создаваемая всей внутренней поверхностью сферы (за исключением небольшого, прилегающего к точке m, противоположного участка сферы)  вдвое больше, чем напряженность в центре сферы.

1.3. Определим напряжённость вблизи внутренней поверхности сферы (в точке m) со стороны ближайшего участка сферы, в направлении (-Х), см. рис. 3
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Где, l – расстояние от точки m до поверхности сферы

При условии, что это расстояние много меньше радиуса сферы (l <<a), ближайший к точке m участок сферы можно представить как бесконечную плоскость.

Из точки касания перпендикуляра l  c плоскостью проведём концентрические окружности, см. Рис.3

Где:     dy – ширина кольца;


dS – площадь кольца;


r – расстояние от точки m  до кольца;


φ – угол между нормалью и радиус-вектором проведенным из точки m к кольцу, измеряемый в радианах;


dφ – приращение угла φ;

Из геометрических соображений, см. рис.3, можно записать:
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Из закона обратных квадратов, можно записать:
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Подставляя в эту формулу, полученное ранее, выражение для  dM  и интегрируя по всей плоскости (при этом, значение угла φ  изменяется от  0 до
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) получим:
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(4)
То есть, вблизи внутренней поверхности сферы напряжённость, со стороны ближайшего участка сферы, равна и противоположно направлена напряжённости, со стороны всей сферы.

Другими словами, силы, действующие на точечную массу m, лежащую на внутренней поверхности сферы, уравновешиваются; также как уравновешиваются силы, действующие на точечную массу m, находящуюся в центре сферы (последнее очевидно также и из соображений симметрии).

Осталось выяснить: каково соотношение сил в произвольной точке внутри сферы, расположенной между центром и внутренней поверхностью сферы?
1.4. Определение напряжённостей в произвольной точке  m  внутри сферы (в направлении оси Х) со стороны правой и левой (большей и меньшей) частей сферы,  см. рис.4.
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Где,     k – коэффициент, характеризующий удаление секущей плоскости (удаление точки m) от центра сферы;

k = R/а;    где,  R – удаление от центра сферы;     а – радиус сферы

r – расстояние от сферической полоски dS до точки m;

r
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 - расстояние от сферической полоски dS
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φ – угол между осью Х и r;

φ
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 - угол между осью Х и r
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Из формулы обратных квадратов можно записать выражение дифференциала напряжённости в точке m, со стороны большей части сферы (обозначим dE
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(5)

Аналогично выводится выражение дифференциала напряжённости в точке m, со стороны меньшей части сферы (обозначим dE
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Интегрируя выражение (5), получим:
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 EMBED Equation.3  [image: image122.wmf]


(7)

Займемся вычислением интеграла: 
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Подставляя в (9) получим:
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Делая обратную подстановку: 
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Подставляя пределы интегрирования, получим:
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Из чертежа (см. рис.4) можно записать:
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(11)

Интегрируя обе части выражения (6) – выражения дифференциала напряжённости, действующей со стороны меньшей части сферы - и вынося за знак интеграла постоянные множители, получим:
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Займёмся решением интеграла:
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Подставляя пределы интегрирования, и учитывая, что 
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, получим:
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Подставляя полученное значение интеграла в (12) получим выражение напряжённости в точке m, действующей со стороны меньшей части сферы, в направлении (–Х):
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(13)

Сравнивая выражения (11) и (13) видно, что напряжённости, действующие в точке m, со стороны большей и меньшей частей сферы, равны по величине и противоположно направлены. Следовательно, результирующая сила гравитационного притяжения сферы в точке m, находящейся внутри сферы, равна нулю.

Формулы (11) и (13) не определены при k=0 (в центре сферы).

 Но напряжённость в центре сферы (при k=0) мы уже определили ранее, она равна: 
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 или, что то же самое: 
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Напряжённость на внутренней поверхности сферы (при k=1) мы также определили ранее и получили:
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Если мы воспользуемся формулами (11) и (13), подставив в них k=1, мы также получим величину: 
[image: image176.wmf]p
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Воспользовавшись формулами (11) и (13) определим величины напряжённостей для нескольких промежуточных точек, лежащих на главной оси, между центром и внутренней поверхностью сферы.

Для k=0,1 получим: 
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Для k=0,2
-

[image: image178.wmf]505

,

0

2

×

×

×

p

r

g


Для k=0,3
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Для k=0,4
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Для k=0,5       -
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Для k=0,9
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Для k=0,95     -           
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Для k=0,98     -
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Для k=0,99     -
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Для k=0,995
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Из этой таблицы видно, что величина напряжённости (противоположных направлений) при удалении от центра изменяется слабо и резко возрастает при приближении к поверхности сферы. Результирующая величина напряжённости, при этом, всегда остаётся равной нулю. Но, несомненно, что плотность гравитационного поля внутри сферы увеличивается при приближении к поверхности. 
Ньютон также пришёл к выводу, что результирующая напряжённость в любой точке внутри сферы равна нулю [Л7]. Причём, доказательство Ньютона было более простое и лаконичное, см. рис.5
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Он рассмотрел противоположные участки сферы, вырезанные прямыми линиями, проведёнными через точку m, и отметил, что площадки противоположных участков сферы пропорциональны квадрату расстояния до точки m (до пробного тела) и, следовательно, напряжённости, создаваемые этими участками, должны быть равны и противоположно направлены. А, поскольку, всю сферу таким же образом можно разделить на попарно противоположные участки, он сделал вывод о том, что результирующая напряжённость в любой точке внутри сферы всегда равна нулю.

Приведенные выше, более подробные, выкладки подтверждают этот вывод Ньютона, но в то же время показывают, что Ньютон упустил кое какие подробности, а именно: он не исследовал характер изменения напряжённостей противоположных частей сферы, при перемещении точки m от центра к внутренней поверхности сферы.

1.5. Определение напряжённости в точке m, расположенной вне сферы, 

См. рис.6
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Из геометрических соображений (см. Рис.6) можно записать:
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, подставляя выражения: dV; dS; dL; y, - получим.
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Из чертежа (рис.6) также, можно записать:
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Пользуясь формулой обратных квадратов, запишем выражение дифференциала напряжённости гравитационного поля сферы в точке m.
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Интегрируя обе части уравнения, получим:
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(14)


Подобный интеграл, правда, с другими пределами интегрирования, (см. интеграл №8) - нами уже взят ранее. Поэтому, сразу можно записать:
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Подставляя пределы интегрирования, получим:
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Подставляя значение интеграла в (14), получим:
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Следует заметить, что окружность 
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, образованная касательными к сфере, проведёнными из точки m, разделяет сферу на две неравные части, каждая из которых создаёт в точке m напряжённость равную половине величины напряжённости всей сферы. В этом можно убедиться, взяв интегралы раздельно для каждой из частей сферы.

Причём, меньшая (левая) часть сферы - создаёт напряжённость за счёт гравитационного излучения внешней поверхности сферы; правая же часть сферы – создаёт напряжённость за счёт излучения внутренней поверхности сферы.


При k=1 (R=a, точка m лежит на внешней поверхности сферы), получим:
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[image: image216.wmf]p

r

g

2

×

×

), - создаётся излучением всей внутренней поверхности сферы, а другая половина создаётся внешним излучением ближайшего (очень малого) участка сферы. 

Результирующая величина напряжённости на внешней поверхности сферы вдвое больше, чем односторонняя величина напряжённости на внутренней поверхности сферы.

Если в формулу (15) подставим вместо k его выражение: 
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. Подставляя обозначение массы, окончательно получим:
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(16) 
Поскольку всегда можно представить, что шар состоит из множества тонких сфер, то, суммируя напряжённости сфер, можно записать:
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Если в эту формулу, вместо единичной массы подставить какую либо массу «m» , то мы получим формулу (1) – закон всемирного тяготения:
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(1)
1.6. Выводы к главе

 Вышеприведенные выкладки показали, что если взаимодействие точечных масс подчиняется формуле (1), то и взаимодействие большой гравитирующей массы М  с ничтожно малой массой m, также можно определить по формуле (1) – то есть, основная теорема небесной механики доказана.
Эту теорему можно сформулировать в нескольких вариантах:
- Если сила взаимодействия точечных масс пропорциональна произведению масс и обратно пропорциональна квадрату расстояния между ними, то и сила притяжения между точечной массой и большой массой также будет пропорциональна произведению масс и обратно пропорциональна квадрату расстояния между центрами масс.

- Если напряжённость гравитационного поля точечной массы уменьшается обратно пропорционально квадрату расстояния, то и напряжённость поля большой массы уменьшается обратно пропорционально квадрату расстояния от центра массы.

- Если точечная масса создаёт ускорение, изменяющееся обратно пропорционально квадрату расстояния, то и большая масса будет создавать ускорение пропорциональное величине массы и обратно пропорциональное квадрату расстояния от центра массы.

- Если плотность гравитационного излучения точечной массы уменьшается обратно пропорционально расстоянию, то и плотность излучения большой массы будет уменьшаться обратно пропорционально квадрату расстояния от центра массы. В этом случае,  из геометрических соображений, следует, что лучи (гравитационные волны) должны распространяться сколь угодно далеко, не ослабляясь и не отклоняясь от прямых радиальных линий.

Все эти формулировки и есть - основная теорема небесной механики; доказываются  они одними и теми же математическими приёмами. При доказательстве этой теоремы Ньютон математических ошибок не допустил.


Следует обратить внимание на то, что условия выполнения всех этих формулировок, начинающиеся со слова «Если» математически доказать нельзя. Здесь нужны опытные доказательства. Можно поступить и наоборот – доказать опытным путём вторую половину формулировки и тогда первая половина будет справедлива в силу приведенных выше математических доказательств. То есть, математика облегчила изучение природы только наполовину; математика, в данном случае, не смогла полностью заменить эксперимент и никогда не сможет этого сделать.
Например, что касается первого условия: то есть выполнимости формулы (1) для точечных масс, - то это условие математически доказать невозможно. Справедливость формулы (1) для точечных масс может доказать только эксперимент. Во времена Ньютона такой эксперимент проведён не был и поэтому, по происхождению, «Закон всемирного тяготения» Ньютона – не более чем гипотеза. Первые эксперименты, по определению силы гравитационного взаимодействия масс, были проведены Кавендишем. Однако в экспериментах Кавендиша, и во всех последующих экспериментах, взаимодействующие массы различались в несколько сотен раз, при минимальном расстоянии между ними. Поэтому массы, применяемые в экспериментах Кавендиша и его последователей, нельзя считать точечными. 

В ходе этих экспериментов была определена величина гравитационной постоянной (
[image: image225.wmf]g

), что позволило определить массу Земли, а затем и массу Солнца и массы планет солнечной системы. Считается, что эти и им подобные эксперименты, надёжно подтвердили «Закон всемирного тяготения» Ньютона.  В дальнейшем, мы позволим себе в этом усомниться.
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