Математические упражнения в натуральной философии

Глава 3

3. Контрольное взвешивание Земли

Кавендиш определил гравитационную постоянную
[image: image1.wmf]g

 для случая взаимодействия

точечных масс  на поверхности Земли, в сильном гравитационном поле Земли, которое в данном эксперименте было посторонним и не желательным. Понятно, что другого выбора, в определении места проведения эксперимента, у Кавендиша не было. Но возможность учесть методические погрешности, связанные с влиянием гравитационного поля Земли, при расчёте гравитационной постоянной,  безусловно, была, и возможность эта не была использована. Эта погрешность не определена  и до сих пор.

В чём же заключается нежелательное (негативное) влияние гравитационного поля Земли на точность определения гравитационной постоянной?

Дело в том, что взаимодействующие массы: 
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 и 
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 (между которыми измерялась сила гравитационного притяжения) по отношению к Земле являются пробными телами (с ничтожно малыми, по сравнению с Землёй, массами), см. Рис.12.  Вследствие чего:  собственные гравитационные поля этих малых масс 
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, деформированы гравитационным полем Земли.  Силовые линии гравитационных полей этих масс развёрнуты в сторону Земли.  Наибольший поток гравитационного излучения масс направлен в сторону Земли, -  это усиливает взаимодействие масс с Землёй, в сравнении с силой притяжения, между массами 
[image: image5.wmf]1

m

 и 
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Как видно из рисунка (12), конфигурация гравитационных полей,  взаимодействующих масс, существенно влияет на величину силы взаимодействия.

Если в формулу (1) 
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[image: image9.wmf]подставить единичные значения взаимодействующих масс и единичное значение расстояния между их центрами, то мы получим:
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(26)   Где, 
[image: image11.wmf]g

- гравитационная постоянная силы взаимодействия. То есть,  гравитационная постоянная силы  равна силе взаимодействия единичных масс на единичном расстоянии. Но в этом определении ничего не говорится о конфигурации взаимодействующих гравитационных полей, - следовательно, это определение не точно.

Для наглядности изобразим, на рис.13, две пары единичных взаимодействующих масс, на единичном расстоянии между их центрами. Первую пару составим из единичных масс пробных (малых) тел; вторую пару составим из единичной массы пробного тела и единичной массы Земли.
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Единичная масса Земли (также как и вся Земля в целом) имеет равномерное   сферическое гравитационное поле. Действительно, ведь гравитационное излучение Земли, несмотря на его сложную структуру, см. Рис.9, в целом (если брать результирующие величины) направлено во все стороны от центра и не зависит (не искажается) от присутствия пробных (малых) тел вблизи её поверхности.

Из рисунка 13 наглядно видно, что сила взаимодействия между единичными массами пробных тел меньше, чем сила взаимодействия между единичной массой пробного тела и единичной массой Земли. А это значит, что «гравитационной постоянной» нет – есть  гравитационная функция,  зависящая от конфигурации гравитационных полей взаимодействующих единичных масс, на единичном расстоянии 
На 2018 год, значение гравитационной постоянной, рекомендованное комитетом данных для науки и техники (CODATA), составляет: 6,67430
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Точность измерений гравитационной постоянной довольно высока, но на стадии обработки и осмысления полученных результатов вкралась существенная методическая ошибка, величину которой мы сейчас и постараемся определить. Для чего необходимо произвести некоторые предварительные вычисления.

3.1.Вычисление проекции потока гравитационного излучения единичной массы, имеющей косинусоидальное распределение плотности гравитационного излучения, на линию взаимодействия (на полуось Х) см. рис.14.
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Окружим единичную массу (m) четвёртой частью сферы, с центром в точке m, радиусом «а», равным единице. На рисунке 14 показана единичная масса (m), имеющая распределение плотности гравитационного излучения по закону косинуса. Амплитуда плотности гравитационного излучения равна (
[image: image16.wmf]c
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), значок 
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 (
[image: image18.wmf]cos

) указывает на то, что это амплитуда гравитационного поля, имеющего косинусоидальную конфигурацию. Концы векторов, плотности излучения по направлениям, образуют сферу, диаметром 
[image: image19.wmf]c

A

.

Всё гравитационное излучение единичной массы (m), взаимодействующее с  пробной массой, проходит через эту четверть сферы.

Разрежем эту четвертушку сферы на полоски (сферические треугольники). Ширина основания полоски равна 
[image: image20.wmf]y

d

. Рассмотрим один из этих треугольников (на рисунке он выделен светло серым цветом).

Разрежем выделенную полоску на отдельные части (трапеции). Основание трапеции (Ш) равно 
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.  Высота трапеции 
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 равна 
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. Площадь трапеции равна 
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.  Поток гравитационного излучения, проходящего через трапецию, определяется выражением: 
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.  Проекция потока гравитационного излучения через трапецию на горизонтальную плоскость, запишется в виде: 
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.  Интегрируя, полученное выражение,  по 
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, и,  вынося постоянные величины за знак интеграла, получим проекцию на плоскость,  потока  излучения проходящего через полоску:
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Проекция потока, проходящего через полоску, на ось Х запишется в виде: 
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.  Интегрируя полученное выражение по 
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, и умножая на 2, получим проекцию потока гравитационного излучения,  проходящего через 
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 сферы, на ось Х:    
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3.2.Вычисление абсолютного значения проекции потока гравитационного излучения пробного тела на вертикальную ось У (на линию взаимодействия), см. рис.15.
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 На рисунке 15 показана единичная масса (m), имеющая распределение плотности

гравитационного излучения по закону косинуса. Амплитуда плотности гравитационного излучения равна (
[image: image44.wmf]c
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), значок 
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) указывает на то, что это амплитуда гравитационного поля, имеющего косинусоидальную конфигурацию. Концы векторов, плотности излучения по направлениям, образуют сферу, диаметром 
[image: image47.wmf]c
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.

Единичная масса (m) окружена полусферой радиуса (а); полусфера построена из точки (m) как из центра. Всё гравитационное излучение единичной массы (m) проходит через эту полусферу.

В направлении 
[image: image48.wmf]j

, через сферическую полоску шириной (dL) и площадью (dS), проходит поток гравитационного излучения (dФ).
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Подставляя значения (х) и (dS) в (28) и принимая радиус полусферы равным единице (а=1), получим:
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Проекция потока  
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 на вертикальную ось 
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, будет равна:
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Интегрируя обе части выражения (29) и, имея в виду, что 
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Где, 
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 - проекция всего потока косинусоидального гравитационного излучения на ось 
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;


[image: image62.wmf]c

A

– амплитуда плотности гравитационного излучения.

3.3. Вычисление проекции потока гравитационного излучения единичной массы, имеющей равномерное распределение излучения, на полуось У (на линию взаимодействия), см. Рис. 16.
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Окружим единичную массу m сферой, радиусом а, равным единице.

Обозначения:  
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 - плотность гравитационного излучения единичной массы, на      единичном расстоянии;

dL – ширина сферической полоски; dL=d
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dS – площадь сферической полоски; 
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Поток гравитационного излучения через полоску dS определится выражением:
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Проекция потока, проходящего через полоску, на полуось (
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) запишется в виде:
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Интегрируя это выражение по 
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, получим выражение для определения проекции потока гравитационного излучения на полуось 
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Сравнить между собой величины проекций гравитационных потоков, выраженных формулами (30) и (31) невозможно, так как мы пока не знаем соотношение между величинами амплитуд: 
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Соотношение это можно найти из сравнения выражений полных потоков гравитационного излучения единичных масс, имеющих различные конфигурации гравитационного поля. Полные потоки гравитационного излучения единичных масс должны быть равны, не зависимо от конфигурации гравитационных полей.
3.4. Вычисление полного потока гравитационного излучения единичной массы, распределение излучения которой подчиняется закону косинуса,  см. рис.17.
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Окружим единичную массу m полусферой единичного радиуса (а) и посчитаем полный поток гравитационного излучения, проходящий через эту полусферу. На рисунке 17 показана единичная масса (m), имеющая распределение плотности

гравитационного излучения по закону косинуса. Амплитуда плотности гравитационного излучения равна (
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), значок 
[image: image84.wmf]c

 (
[image: image85.wmf]cos

) указывает на то, что это амплитуда гравитационного поля, имеющего косинусоидальную конфигурацию. Концы векторов, плотности излучения по направлениям, образуют сферу, диаметром Ас.

Единичная масса (m) окружена полусферой радиуса (а); полусфера построена из точки (m) как из центра. Всё гравитационное излучение единичной массы (m) проходит через эту полусферу.

Можно записать: 
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Через сферическую полоску 
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 проходит поток гравитационного излучения, равный: 
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3.5. Вычисление полного потока гравитационного излучения единичной массы, с равномерной плотностью излучения по всем направлениям (
[image: image100.wmf]о
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)
Площадь поверхности сферы единичного радиуса, окружающей единичную массу, равна 
[image: image101.wmf]p

4

;

И полный поток гравитационного излучения единичной массы, равен:
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Приравнивая правые части выражений (32) и (33), получим:
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3.6. Вычисление проекции гравитационного излучения единичной массы, находящейся вблизи поверхности Земли на ось Х (на линию взаимодействия)



Подставляя соотношение (34) в выражение (27), получим проекцию гравитационного излучения единичной массы, имеющей косинусоидальную конфигурацию гравитационного поля, на линию взаимодействия (на полуось Х)
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(35)  

С учётом поправочного коэффициента (0,978), для действительного распределения излучения, см. выражение (24), получим:
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Где,
[image: image109.wmf]Д
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- проекция действительного распределения излучения (близкого к косинусоидальному)  на ось параллельную поверхности Земли (или, какой-либо, другой большой гравитирующей массы)

3.7. Вычисление проекции гравитационного излучения единичной массы, находящейся в близи поверхности Земли на ось У (на линию взаимодействия)

Ранее мы нашли:
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(30)  Подставляя значение 
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С учётом поправочного коэффициента (1,023), для действительного распределения излучений, см. формулу (25), получим:
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Где, 
[image: image115.wmf]Д
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 - проекция  на ось «
[image: image116.wmf]Y

» действительного (близкого к косинусоидальному) распределения излучения единичной массы, находящейся вблизи поверхности Земли.

Ранее, анализируя закон всемирного тяготения Ньютона, выраженный формулой  
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  и графическое изображение конфигураций гравитационных полей больших и малых масс (см. рис: 9; 12; 13), - был сделан вывод о том, что сила взаимодействия масс (а, значит, и величина гравитационной постоянной) пропорциональна произведению проекций гравитационного излучения этих масс на линию взаимодействия.

Произведение проекций гравитационного излучения единичных масс пробных тел на линию взаимодействия, равно: 
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 То есть, 
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     Где, 
[image: image124.wmf]g

- значение гравитационной функции, определённое  для случая взаимодействия пробных тел.

Произведение проекций гравитационного излучения на линию взаимодействия (на ось У) единичных масс Земли и пробного тела, равно:
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То есть, 
[image: image127.wmf]*

g

~ 
[image: image128.wmf]2

91

,

26

о

А


(40)

 Где, 
[image: image129.wmf]*

g

- значение гравитационной функции, для случая взаимодействия пробного тела с большой гравитирующей массой (как, например, с Землёй)

Отношение значений: 
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и 
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, равно:
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Полученное отношение величин гравитационных постоянных можно уточнить, если учесть, что расчётная схема взаимодействия масс, предложенная Ньютоном, не единственно возможная. 
3.8. Новая схема гравитационного взаимодействия масс

Например, можно предположить, что взаимодействие происходит не непосредственно между точечными массами, а между гравитационными полями этих точечных масс. В этом случае наиболее сильное взаимодействие происходит в промежуточной точке, где напряжённости гравитационных полей точечных масс равны.  Назовём эту точку  центром сил (или центром притяжения) и обозначим 
[image: image133.wmf]Т

. Точечные массы как бы притягиваются к этому центру.

Если точечные массы равны между собой, то центр притяжения будет посередине. И для этого случая сила притяжения будет равна:
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(42), то есть будет в 4 раза больше, чем сила притяжения, рассчитанная по формуле Ньютона. Формулу (42) можно применить для проверки новой схемы взаимодействия.
Если массы не равны, то центр сил будет смещаться в сторону меньшей массы и в случае, когда одна масса больше другой на много порядков, центр сил вплотную приблизится к меньшей массе. В последнем случае сила притяжения довольно точно может быть определена по формуле Ньютона.

В общем случае, когда массы 
[image: image135.wmf]1
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 и 
[image: image136.wmf]2
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 не равны, формула силы притяжения может быть найдена из следующих соображений, см. рис. 18.

[image: image137.png]Puc. 18





На рисунке приняты следующие обозначения:

M и m – массы взаимодействующих тел;

Т– центр сил (центр притяжения);

R – расстояние между центрами взаимодействующих масс;

X – расстояние от центра большей массы до центра сил.

В центре сил напряжённости гравитационных полей взаимодействующих масс равны, и можно записать:
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Решая уравнение, найдём: 
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Сила притяжения масс запишется в виде: 
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Подставляя вместо Х его выражение (44), получим:
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Обозначим комплекс: 
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 и перепишем формулу в виде: 
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Где:
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 - безразмерный комплекс для закона обратных квадратов, зависящий от отношения масс, взаимодействующих тел; 

в общем случае для показателя 
[image: image146.wmf]n

 безразмерный комплекс запишется в виде:
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[image: image148.wmf]0
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- гравитационная постоянная, для случая взаимодействия двух тел, массы которых различаются на много порядков (как например масса Земли и масса пробного тела)
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- гравитационная постоянная (функция), зависящая от отношения масс, взаимодействующих пробных тел.

Например, при отношении масс: 
[image: image151.wmf]M
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/

=1/10, расчёт по формуле (46) даёт результат в 1,7 раза больше, чем по формуле Ньютона

При 
[image: image152.wmf]M
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=1/100 – в 1,2 раза больше
3.9. Первое контрольное взвешивание Земли

Начиная с Кавендиша и по сегодняшний день, проводятся опыты по определению гравитационной постоянной, в которых измеряется сила или ускорение между пробными телами, масса которых различается, примерно, на два порядка.

Например, в экспериментальной установке Кавендиша было два больших свинцовых шара по 350 фунтов и два малых свинцовых шара по 1,61 фунта. То есть, отношение масс взаимодействующих тел в установке Кавендиша составляло 217 [Л 15]
Для опытов Кавендиша формулу (46) можно записать в виде:
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Где, 
[image: image154.wmf]K
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- безразмерный комплекс экспериментальной установки Кавендиша
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То есть, при условии взаимодействия гравитационных полей пробных тел: 
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 и 
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, - гравитационная функция, полученная в опытах Кавендиша, в 1,14038 раза превышает гравитационную постоянную 
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При взаимодействии гравитационных полей Земли и пробного тела безразмерный комплекс К будет равен единице вследствие того, что масса Земли на много порядков больше массы пробного тела.

Следовательно, можно записать:
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Поскольку значение гравитационной функции 
[image: image164.wmf]*
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 больше величины 
[image: image165.wmf],
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 то это значит, что действительное значение массы Земли меньше общепринятой, до сих пор, величины.

Подставляя в формулу (1)
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, подставляя
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; вместо М, подставляя
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 (уточнённую массу Земли), и имея в виду что  R – радиус Земли,  получим.
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То есть, согласно проведенному расчёту, масса Земли в 3,47 раза меньше общепринятой. Соответственно и найденная средняя плотность Земли меньше общепринятой в 3,47 раза и равна 1,59  г/см3, а не 5,52г/см3. 

Но следует заметить, что эти результаты, аналитического контрольного взвешивания Земли, получены из условия, что сила притяжения точечных масс и Земли, обратно пропорциональны квадрату расстояния между ними. Если же, в действительности, эта зависимость не выполняется и показатель степени больше 2-х, то это  означает, что действительная масса Земли будет больше величины (
[image: image176.wmf]24
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кг), полученной при первом контрольном взвешивании. 

Как будет видно из дальнейшего изложения, сила притяжения масс не описывается законом обратных квадратов. Результаты, полученные при первом контрольном взвешивании Земли, также косвенно указывают на это.  Следовательно, результаты этого контрольного взвешивания не соответствуют действительности.

3.10. Второе контрольное взвешивание Земли

Закон обратных квадратов для ускорений математически строго согласуется с 3-м законом Кеплера, которому все доверяют. Поэтому рассчитаем массу Земли из рассмотрения ускорений пробных тел, при взаимодействии их между собой и с Землёй.

Из формулы всемирного тяготения, записанной для взаимодействия тел с различными массами
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Формула ускорения массы 
[image: image178.wmf]m

под действием притяжения массы 
[image: image179.wmf]M

запишется в виде:
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Из формулы (51) следует, что ускорение меньшей массы зависит только от большей массы. Следовательно, ускорение меньшей массы зависит только от конфигурации гравитационного поля большей массы (от проекции силовых линий большей массы на линию взаимодействия). Проекция гравитационного излучения единичной массы Земли на линию взаимодействия, равна: 3,14
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. Гравитационная постоянная ускорения 
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 с учётом конфигурации гравитационного поля Земли, будет пропорциональна:
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Проекция гравитационного излучения единичной массы 
[image: image185.wmf]1
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 на линию взаимодействия с массой 
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, составляет: 2,608
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. Гравитационная постоянная ускорения 
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 с учётом конфигурации гравитационного поля пробного тела 
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 и с учётом безразмерного коэффициента 
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 EMBED Equation.3  [image: image193.wmf]14
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Отношение гравитационных постоянных ускорения для пар взаимодействия: Земля – пробное тело; пробное тело – пробное тело, равно:
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То есть, гравитационная постоянная ускорения для пары Земля – пробное тело, больше гравитационной постоянной ускорения для пары пробное тело 
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 – пробное тело 
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, - в 1,056 раза. 

Подставляя в формулу (1):
[image: image197.wmf]2

R

m

M

F

×

=

g

; вместо F, -  
[image: image198.wmf]g

m

×

, где 
[image: image199.wmf]1

=

m

кг, вместо 
[image: image200.wmf]g

, подставляя
[image: image201.wmf]/

g

; вместо М, подставляя
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 (уточнённую массу Земли), и имея в виду что  R – радиус Земли,  получим.
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 EMBED Equation.3  [image: image209.wmf]1
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То есть, согласно этому второму контрольному взвешиванию (расчёту) масса Земли получилась в 1, 056 раза меньше общепринятой. 
Следует заметить, что масса Земли 
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кг получена из условия строгого выполнения закона обратных квадратов для ускорения масс. Но, как будет показано в дальнейшем, упомянутый закон не имеет надёжного экспериментального подтверждения и является, всего лишь, гипотезой. Если закон обратных квадратов для ускорения не выполняется, то значит общепринятое значение гравитационной постоянной, а также значение 
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, определены с ошибкой. Кроме того, для расчёта массы 
[image: image212.wmf]*
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нельзя пользоваться формулой (1), так основная теорема небесной механики для обратно степенной зависимости с показателем отличным от двух не выполняется. То есть массу нельзя помещать в центр шара, не внося существенных погрешностей в вычисления. Всё это значительно осложняет расчёт массы Земли.
Надёжнее определить действительную массу Земли можно экспериментальным путём, по образцам залегающих пород, но сделать это не просто. Образцы породы из ядра Земли достать, по-видимому, не удастся. Сейсмологические же исследования – не слишком точны.
3.11. Определение показателя степени в формуле силы взаимодействия масс

Приняв за основу значение массы Земли (5,66
[image: image213.wmf]24
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 кг), полученное при втором контрольном взвешивании, определим показатель степени в формуле силы взаимодействия масс, по формуле:
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Где, 
[image: image215.wmf]Е

- напряжённость гравитационного поля Земли на её поверхности (9,81 Н);
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- гравитационная постоянная силы, для случая взаимодействия Земли с пробным телом на её поверхности, равная 6,67430
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[image: image220.wmf]*
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- масса Земли, полученная при втором контрольном взвешивании, 
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- радиус Земли (6371
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 - показатель степени

Выражение (55) преобразуем к виду:
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Подставляя значения: 
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Из вышеизложенного  формулу для силы притяжения пробного тела к Земле, при условии, что пробное тело находится на поверхности Земли, можно записать в виде
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Где: 
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 - гравитационная постоянная для случая взаимодействия пробного тела, находящегося на поверхности Земли, с Землёй.
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- радиус Земли

Следует заметить, что показатель степени 2,076 определён с некоторой ошибкой, так как при его вычислении по формуле (56) масса Земли, по умолчанию, была помещена в её центр. Но основная теорема небесной механики для показателя степени больше 2-х не выполняется.

При условии, что ускорение взаимодействующих масс подчиняется закону обратных квадратов, сила притяжения пробных масс, находящихся вблизи земной поверхности, определится из выражения:
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Где: 
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[image: image242.wmf]0

g

- гравитационная постоянная, для случая взаимодействия двух тел, массы которых различаются на много порядков (как например масса Земли и масса пробного тела)
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- гравитационная постоянная (функция), зависящая от отношения масс, взаимодействующих пробных тел в опытах аналогичных опытам Кавендиша.
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- расстояние между центрами взаимодействующих масс.

3. 12. Экспериментальная проверка новой схемы гравитационного взаимодействия тел и схемы Ньютона

Эксперименты по проверке новой схемы гравитационного взаимодействия масс и схемы заложенной в закон всемирного тяготения Ньютона заключаются в определении силы или ускорения при взаимодействии двух равных масс и сравнении полученных величин с расчётными величинами, полученными из формул использующих новую схему гравитационного взаимодействия масс и схему Ньютона. 


По схеме Ньютона сила гравитационного притяжения равных масс находится по формуле: 
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Где: 
[image: image248.wmf]m

- масса каждого из взаимодействующих тел;

 
[image: image249.wmf]R

- расстояние между центрами тел;
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- гравитационная постоянная определённая экспериментально в опытах подобных опытам Кавендиша, с таким же отношением масс как в опытах Кавендиша.
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- коэффициент, зависящий от отношения масс в опытах Кавендиша (
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=1,14)
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- гравитационная постоянная при притяжении масс, различающихся на много порядков (как пробное тело и Земля)


По новой схеме сила гравитационного притяжения равных масс находится по формуле: 
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Из сравнения формул видно, что сила притяжения равных масс по формуле, соответствующей новой схеме будет в 
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 раза больше чем по формуле Ньютона (примерно в 4 раза больше). 

Эксперимент должен расставить всё по своим местам. Не исключено, что результатам эксперимента не будет соответствовать ни та, ни другая формула.

3.13. Выводы к главе


1. Контрольное взвешивание Земли с учётом геометрических характеристик гравитационных полей пробных тел и гравитационного поля Земли позволило уточнить массу Земли, с использованием закона обратных квадратов для ускорений взаимодействующих тел: 
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кг. И позволило определить гравитационную постоянную ускорения для случая взаимодействия пробного тела с Землёй: 
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А также определить показатель степени в формуле силового взаимодействия пробного тела с Землёй и величину гравитационной постоянной силы, для этого случая
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2. Предложена экспериментальная проверка новой схемы гравитационного взаимодействия тел и схемы Ньютона. Которая заключаются в определении силы или ускорения при взаимодействии двух равных масс и сравнении полученных величин с расчётными величинами, полученными из формул использующих новую схему гравитационного взаимодействия масс и схему Ньютона.
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